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 :دهیچک

 
سهر نههیمسئله کنترل به کی یبرا یفرمول کل کیمقاله، ما  نیدر ا مه یک ئهه  اهاد    میکنیارا سه کهه در ن  م  برح
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 :همقدم
یهروس، واگیر، بیماری هایبیماری  هایی هستند که توسط یک عامل بیولوژیک )اعم از باکتری، و

یهو    یها پر یهت  یها  صهور بهقارچ، انگل، پاراز سهتقیم  سهتقیمم قهل می غیرم سها  منت  .شهوندبهه ان

یهق  ههااین بیماری شوند. یبندطبقه انتقالشا  یهاوهیش اساس بر توانندیم واگیردار هایبیماری از طر

یها هوا )کرونا، سل، سرخک، سیاه سرفه و ... ، برقراری رابطه جنسی )ایدز، هپاتیت ب و ... ، مدفوع 

کهزاز و مننژیت)ما ریا،  زابیماری، حشرا  ]18[ مصر  نب و غذای نلوده )هپاتیت ب، وبا و ...   ،

شهیی در  یهاشرفتیپ رغمیعل شوند....  منتقل می مها   یاهنههیزمشگرفت علم پز شهگیری و در پی

فهونی  هایبیماری، متأسفانه هنوز هم دارواگیر هایبیماری یهتع یهدمی  باقابل جهاد اپ یهک  عنوا بههای

نهاقلین  زایماریبمشیل در سراسر جها  مطرح هستند. بروز مقاومت دارویی در عوامل  یها  ، ههان و 

نهدبودهاری معاری از ن  بی هاسالبه مناطقی که  هایماریببازگشت مجدد برخی  بهاز  ههایبیماری) ا

لهزوم نوپدید هایبیماریجدید ) هایبیماریپدید  و ظهور  یهل  بها   همه از د  تهرل  شهگیری و کن پی

شهند. گیر میهمه هایبیماریهای مفید و مداخله مناس  جهت مهار کرد  این استفاده از استراتژی با

ههم داز طرفی کنترل این بیماری سهئله م سهتم رها همواره یک م حه  سی سهی مب لهی و مهند های کنتر

نهدپزشیا  بح  کشف داروی بهتر را دنبال می تنهانهپزشیی و ریاضی بوده است. لذا  یهه ]19[کن بل

سه  در  یهایسازمدلو  هاکنندهکنترلتوانند با ارائه محققین ریاضی و مهندسین نیز می ضهی منا ریا

 .گام بردارند درما  بیشتر اثربخشیجهت پیشگیری و 

اها  و شبیه وجود بههای مختلفی برای انتشار ویروس، مدل سهت. اک هر مطال مهده ا های سهازین

جهه  های مرتبه صحیح بوده است.سیستم صور بهواگیردار  هایبیماریبرای کنترل  شدهانجام بها تو

سهتمبه اینیه مفاهیم مشتق و انتگرال نقش بسیار ارزنده نهو  سی اهی یهای طبای در پیشرفت علوم و ف

یهدهو مصنوعی داشته های اند و همچنین حساب کسری این مفاهیم را بسط داده است، بسیاری از پد

کهرد توا  ن طبیای مرتبه کسری هستند و می یها   سهری ب بهه ک ها را به شیل مااد   دیفرانسیل مرت

مهوروثی پدیده سازیمدلتری جهت مشتقا  کسری ابزار مناس  چراکه خهوام  کهه دارای   وهایی 

سهتمباشند است. سیستمای میحافظه بهه سی سهبت  شهتری ن جها  نزادی بی های های مرتبه کسری در

سهری  یک روازاین. ]7 [مرتبه صحیح دارند یهن بیماریجهام  از مدل مرتبه ک اهه ا ههت مطال و هها ج
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نهدی روش غیرخطی. با توجه به گیردقرار می موردبررسیتحقیق  فهوق و توانم سهتم  ههای بهود  سی

فهی ی در حل عددی مااد   دیفرانسیل، برای شبیهفعددی طی یهک روش طی سهئله  عهددی م سازی 

جهر  نظرصر کنیم که سازی میپیاده ایگونهبهخوش وض  را  اهاد  ، من از ناهمواری موجود در م

صهله  سهتگاه حا لهت د عهدد حا یهق  یهن طر تها از ا شهود،  به تولید دستگاهی با ماتریس ضرای  تنک 

بها شدهانجامتحقیقا   درنتیجهنید.  به دستطیفی خوش وض    و یک تقری شدهکنترل ، بر ننیم که 

تهاًو  بیشتر شود ها، زما  عمر و کیفیت زندگی افراد نلوده به این بیماریفوق شدهارائهروش  بهه  نهای

مها   ها دامن زنیم.پیشگیری ابتلا به این بیماری همچنین به بررسی اثر مشتق کسری بر گسترش و در

ئهه م ال .پردازیممیمبتلا به ویروس نسبت به مشتق مرتبه صحیح  افراد بها ارا فهی  اهی از طر ههای واق

 دهیم.قرار می موردسنجشرا با دقت  موردنظرکارایی روش 

 

 پیشینه:
مهدل راًیاخ ئهه  بها ارا کهرده و  له   خهود ج بهه این موضوع توجه محققا  ریاضی را به  هایی 

 Yuliیولی چن ) 2021در سال  م العنوا به اند.داختهربررسی پیشگیری و درما  این بیماری پ

Chen  یهرون -ش های اپیدمی شامل مستاد پذیرو همیارا ، به بررسی انواع مدل س لوده به و

اهرد - ، مستاد پذیرشSIR) بهبودیافته - یهرون -ض ر م بهه و تهه )ب -س لهوده   ، SEIRهبودیاف

پهذیرش سهتاد  اههرد -م یهرون -ض ر م بههه و ئه دو بهه -س لهوده  تههه )ب -م علا  ، SEIARهبودیاف

های کسری اپیدمی با استفاده های ییی از مدل، وجود و ییتایی جواب]16[در .]6 [د انپرداخته

یه   بهرای تقر یها   یهه ندوم فهی روش تجز سهت و از طر تهه ا صهور  گرف بهت  از قضیه نقطه ثا

سهتاد  ، یک تامیم از مدل اپیدمی2020است. در سال  کاررفتهبههای مدل فوق جواب کسری م

فهوق  شدهارائه  SIRهبودیافته )ب -س لوده به ویرون -ش پذیر مهدل  است و سپس با استفاده از 

مهاری به پیش بهر پرداخته Covid-19بینی میزا  گسترش بی سهری  شهتق ک ثهر م فهی ا نهد. از طر ا

تهایج  شده واق  موردتحقیقدینامیک مدل  مهدل  شهدهبینیپیشاست. ن یهق  در  شهدهمارفیاز طر

یهک ]10[. در مقاله]9[کنندمی دییتأ اًیقورا  شدهارائهورهای ایتالیا و اسپانیا تئوری شک قها   ، محق

تهرس ) نهدی کرده  را فرمولSISمدل اپیدمی جدید با اثر  بهود  ب نهامنفی  تهایی  جهود، یی نهد. و ا
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مهاری، موردبررسیها و پایداری سیستم جواب  قرار گرفته است. همچنین نقش پارامتر کنترل بی

سهاندرا  2020سهال در سطح ترس و مشتق مرتبه کسری در پایداری سیستم ننالیز شده است.  ال

های ریاضی که سیر ای جهت مارفی مدلو همیارا ، مقاله (Alessandra Buratto)بوراتو 

 طوربهه شهدهمارفیهای کنند، به چاپ رساندند. مدلدر بد  را مطالاه می HIVتیامل ویروس 

سهتراتژی ای بهفزاینده نهه ا یهق در زمی یهر جهت تحق لهوگیری از تی  بهرای ج نهه  مهانی بهی های در

مهاری ]3[ویروس در بد  انسا ، اهمیت دارند بهرای بی . یک مدل اپیدمی از مرتبه مشتق کسری 

اهادل ن   شهدهمارفیدر ]12[ابو  قهاآ ت یهداری ن سهتم و پا جهواب سی بهود   بهت  کهه م  سهت  ا

سهت  شهده استفادهاین سیستم از یک روش عددی  یهااست. برای تقری  جواب شدهبررسی ا

شها   فهی ن سهتفاده از  شهدهدادهکه ننالیز خطای روش فوق انجام گرفته است. از طر کهه ا سهت  ا

سهتهای واقای پارامترهای جدید و مشتق مرتبه کسری تطابق بیشتری با داده بها می به د ههد.  د

فهاو  دارد، مختلف در گروه هایتوجه به اینیه کنترل بیماری ایدز نیاز به بررسی سهنی مت های 

شهور  HIVبندی مدل انتقال ویروس ، ننالیز و فرمول]11[در در درو  و بین دو گروه سنی در ک

است که زنا  در مقایسه با مردا  بیشتر نلوده  شدهدادهاست. در این تحقیق نشا   شدهانجامکنیا 

نهتدنشا  دا وتحلیلتجزیههستند. همچنین  HIV به ویروس شهترین عفو در  HIV ه است که بی

نها  دادهرخ سا  بزرگجمایت  یهدمی کرو تهرل اپ کهرد  و کن حهدود  یهه م بهه این است. با توجه 

کهه  شدهارائه، یک مدل ریاضی ]2[نیازمند بررسی دقیق انتقال این ویروس است. در مقاله است 

مها اندشدهگرفتهویروس در نظر  منشأ عنوا بهها در ن  خفاش سهانی رکه بی یهت ان بهه جما ی را 

ههور ، مقاله2021کنند. در سال منتقل می یها  ظ ای برای مطالاه یک روش کمی برای ارزیابی ام

بهر درما گونه سهتهای ویروس مقاوم در برا سهیده ا چهاپ ر بهه  یهی،  نهین ]5[ههای دارو . همچ

مها ضدویروسمطالاه شده است و نقش داروهای ]15[دینامیک عفونت ایدز در کهه  مهانی    ندر

یههروس  یههر و سههری می HIVتی  مههدل ک سههت. شههدهمارفیشههوند را روی  کههرده ا سههی  در  برر

نها ]13[مقاله از مفهوم مشتق کسری برای بهبود یک مدل ریاضی به جهت گسترش ویروس کرو

صههر و  یههد در م هههد جد نههیپیش با شهها   شههدهاستفاده بی سههت. ن تههایج  شههدهدادها کههه ن سههت  ا

سهت  دیتأک شدهگزارشهای ی دارند. همچنین دادهیبا واقایت ارتباآ نزدی شدهبینیپیش کهرده ا



 35                               1401 زییپا ،پانزدهمشماره  ،پنجم سال ،یماد و فناوری دفاعآ یعلم فصلنامه        

سهال  اندازهبهکه دوره قرنطینه باید   2018کافی طو نی باشد تا نتیجه مطلوب حاصل شود. در 

و  شدهبررسیاست. پایداری مدل فوق  شدهارائه 1شامل مشتق کسری کاپوتو MSEIRیک مدل 

چهین هافزار متل  شبیدر پایا  با استفاده از نرم سهه در  سازی شیوع بیماری واریسلا در یک مدر

 .]1[است شدهانجام

 ایراد عمده تحقیقا  فوق، موارد زیر هستند: ازجملهاما 

یها هستتاریف کنترلر بیشتر در مدل، به مانی افزایش باد دستگاه مااد   دیفرانسیل کسری  . ن

نه عهددی توا حهل  ابدو  ارائه تئوری قدرتمند، و بدو  ارائه یک روش  بهه  نهینقهادر  سهتگاه  همچ د

حهدودیت  مسلماً؟ هستیم غیرخطی پاسخ خیر است. دلیل روشن عدم ارائه یک مدل جام  و بدو  م

ضه  و روش شبیهدر زمینه تاریف کنترلر همین عدم تئوری قدرتمند  نهه درسازی خوش و یهن  زمی ا

کهردستگاه جهزم  خهود را  نهه دهای مااد   دیفرانسیل کسری است. زمانی که عزم  یهن زمی تها در ا ه 

سهی  یهل و برر بهه تحل تحقیق کنم، پس از کشف این ضاف در تحقیقا  گذشته، تصمیم گرفتم ابتدا 

جهام   هایبیماریفرم کلی مدل  مهدل  ئهه   صهور بهواگیردار بپردازم. این تحلیل و بررسی شامل ارا

بهه  ارائه یک روش بسیار نهایتاًو  غیرخطییک دستگاه مااد   دیفرانسیل کسری  جهه  بها تو سهری  

شهت.  موردنظرتحلیل  خهواهیم دا ههم ن است. تا زمانی که ابزار قدرتمند نداشته باشیم، نتایج مطلوب 

شهگیری  نهایتاًبه ارائه روش سری  خود و همچنین  مقالهدر این  نهه پی نتایج مفید و قابل استناد در زمی

 واگیردار خواهم پرداخت. هایبیماریاز 

 

 

 

 
 
 

 

 
1 Caputo 
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 ق:یاهداف تحق
صهحیح در مقالهر این د بهه  یهده سهازیمدل، با توجه عدم توانایی مشتقا  مرت کهه دارای پد هایی 

قهال باشندیمای خوام موروثی و حافظه یهک انت  ههایبیماری، یک مدل مرتبه کسری جام  از دینام

 .شودمیواگیردار ارائه 

کهه بهبا توجه به عدم ارائه روشی قابل استناد و قوی در تحقیقا  گذشته،  سهتیم  بهال ن  ه بها  دن

مهی شدهارائهسازی عددی مسئله استفاده از یک روش طیفی مرتبه با  در جهت شبیه داریم و گهام بر

سهالم های نزاد و افزایش تاداد سلولبه دنبال عدم انتشار ویروس و کاهش تاداد ویروس نهایتاً های 

 یروس هستیم.وافزایش طول عمر و کیفیت زندگی افراد مبتلا به  نهایتاًو 

 

 :یو فرع اصلی هایسؤال
 توا  استفاده کرد؟واگیردار از کدام روییردهای ریاضی می هایبیماری سازیمدلبرای  -1

سهتم -2 طهیهای با توجه به عدم وجود یک روش مرتبه با  و خوش وض  برای حل سی  غیرخ

بها  کسری، نیا می سهئلهدی دعه یسهازهیشب منظوربههتوا  یک روش عددی با دقت   شهدهمارفی م

 ریزی کرد؟پایه

تهرل چگونه می -3 شهگیری و کن بهرای پی یهردار  ههایبیماریتوا  راهبرد و استراتژی بهینه را  واگ

 انتخاب کرد؟

مهدل شدهارائههای ها و روشمدل -4 بهه  سهبت  شهینه ها و روشنیا برتری ن جهود در پی ههای مو

 تحقیق دارند؟

 

 :یشناسروش

دستگاه مااد   دیفرانسیل واگیردار در غال   هایبیماریجام  خود از  به ارائه مدل ابتدا

 غیرخطی ایچندمرتبهکسری 
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j. در دستگاه فوق پردازیممی

j

j





1j کهطوریبهیک عدد کسری م بت است  =   و

2j  .نسبت به هم اول هستند 

jتوا  دریافت که مشتقمی]7[ شدهشناخته یهاهیقضبا بررسی      جوابjy  همواره

توا  با اتخاذ با نشنایی از رفتار تیینی جواب، می بنابراین .هستدارای ناپیوستگی در مبدأ 

مشتق کسری  کهاینهای عددی با مرتبه با  تولید کرد. با توجه به های مناس ، روشپایه

های انتظار داشته باشیم که جواب توانیمنمیکاپوتو یک عملگر انتگرالی با هسته ضایف است، 

مااد   دیفرانسیل کسری هموار باشند، حتی اگر تواب  ورودی هموار باشند. این امر یک 

کند. بی مناس  طیفی با مرتبه همگرایی با  ایجاد مییهای تقرچالش جدی در ساخت روش

ها شناخت درجه همواری و رفتار جواب مسئله ضروری سازی این روشبنابراین برای پیاده

 .است

 :روش گالرکین ژاکوبی کسری

 سازی  پیاده1های )جواب تقری  برای را 1کسری ژاکوبی گالرکین روش بخش این در

 از خطی ترکی  یک اساس بر گالرکین تقریبی هایجواب عددی، ردیروی این در. کرد خواهیم

 از استفاده با ن  با متناظر غیرخطی جبری دستگاه و شوندمی گرفته نظر در کسری ژاکوبی تواب 

دستگاه    و1) ماادله میا  ارزیهم به توجه با. شودمی ساخته ماتریسی عملگرهای از ایدنباله

 زیر عمل خواهیم کرد. صور بهنوع دوم  2مااد   انتگرالی ولترای

 
1 Fractional Jacobi Galerkin method 
2 System of Volterra integral equations 



 ......رداریواگ یهایماریب یمدل جامع از مرتبه کسر کی یعدد یسازهیشب                                     38      

 

1جایگذاریبا 



,کسری ژاکوبی گالرکین تقری  ،]17[ ژاکوبی کسری تواب  در = ( )j Nz tرا 

 :گیریممی نظر در زیر صور به
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,درجه از کسری ژاکوبی ایپایه تواب  بردار ,deg( ( ))iJ t i   =همچنین. هست J یک 

,1]2و است نهایتبی مرتبه از منفرد نا م ل ی پایین ماتریس , , , , ]N T

tT t t t  =  فرض . 

 کنید

 (3  
, ,0 ,1 ,
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j j i j t j j j j N
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t t T      
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=

= = =   

 نوشت: توا می بر اساس تحلیلی بود  تاب  سمت راست حول مبدأ این بر هوعلا
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(4  

کهطوریبه است،
1 2{ , , , }r nl l l برای و

nr، داریم: 
1 2
, , , 0

rl l l    . درواق 

1kگرفتن نظر در با  4) رابطه دوم خط

kz

0kازای به =  و  2) روابط .است نمدهدستبه =

 :نوریممی به دست  4) از استفاده با و کنیممی جایگذاری را  3)
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 این برای. بیابیم  5) رابطه راست طر  برای ماتریسی نمایش یک که هستیم این پی در حال

, ن  در که را زیر لم ابتدا ظور،نم ( ),  1,2, ,lk

kl Nz t k r


=  تبدیل مناس  ماتریسی فرم یک به را 

 .دهیممی ارائه کندمی

 :است برقرار زیر رابطه .1لم 
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k k kl N l l tz t v J T k r
  −
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ن  در که
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,کهطوریبه 0{ } ,  0,1,  s m s mJ J s

== = . 

 روی استقرا با را اثبا برهان. 
kl

 1 برای وضوحبه. دهیممی انجام
kl

 . است برقرار حیم =

 ازای به حیم که کنیممی فرض
kl

1برای. اشدب برقرار
kl

  :داریم  +

1 1

, , ,( ) ( ) ( ) ( )( )l l lk k k
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 دهیم نشا  است یکاف حال

(7  ( ) .
k kt l t l tT v JT T =M 

 :نوشت توا می امر، این برای
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  6)   در7) جایگذاری پایا  در. دهدمی هجنتی   را7) که

 کند.می کامل را برها 

ماتریسی نمایش توانیممی حال
,

1

( )lk
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r

l N

k

z t


=

  ارائه را زیر لم جهت همین به. دهیم تشییل را 

 .دهیممی

 :است برقرار زیر رابطه .2لم 
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*ماتریس کهطوریبه

2{ }
lk

r

k =M  است زیر م ل ی با  ساختار دارای: 
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1ن  در که
( ) ,  0,1,lk

kl sJ s
 −

= M   ستوs  1ماتریس امlk
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J

 −
M  دهدمی نشا  را. 

 

1rازای به 1 لم به توجه با. دهیممی انجام rروی استقرا با را اثبا  برهان.  رابطه وضوحبه =

1rبرای. باشد برقرار rازای به حیم که کنید فرض. است برقرار فوق  :نوشت توا می +
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 :نوریممی به دست  ،8) رابطه با مشابه فرایندی اب
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 .شودمی کامل   اثبا 9)   در10) جایگذاری با نهایتاً

 نتیجه که بریممی کار   به5) راست سمت عبار  دوم جمله برای را 2 و 1 هایلم اکنو 

 :دهدمی
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 :]7[ داریم ،وضوحبه
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 زیر صور به توا می را  11) نامساوی ،درنتیجه.  

 :کرد بازنویسی
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 :است زیر هایدرایه با نهایتبی مرتبه از م ل ی با  ماتریس یک  
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 :داریم بنابراین. کنیممی جایگذاری  5) در را  12) و  2) حال
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  صوربه بازنویسی قابل که
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 و یاصل زیر ماتریس دهندهنمایش ترتی  به بردارها و هاماتریس با ی در N نماد کهطوریبه

1N مرتبه از زیربردار  غیرخطی جبری مااد   دستگاه حل با مجهول بردارهای. است +

)مرتبه از  14) 1)n N  .نیندمی به دست+

 ژاکوبی گالرکین عملگری روش سازیپیاده از آمدهدستبه جبری دستگاه پذیریحل

 کسری

 و n بزرگ مقادیر برای ویژهبه مستقیم طوربه  14) غیرخطی جبری دستگاه حل که دانیممی

N بخش این در. شودمی دقت رفتن دست از به منجر که است با یی محاسبا  حجم نیازمند 
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  14) دستگاه مجهو   هک بریممی پیش ایگونهبه را سازیپیاده امر، این از جلوگیری منظوربه

 غیرخطی جبری دستگاه گونههیچ حل به نیاز و شوند محاسبه بازگشتی هایفرمول از استفاده با

 تاریف و NJدر  14) رابطه طرفین ضرب با منظور، بدین. نباشد
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 :بنویسیم توانیممی 1 لم طبق
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−

 
− − − +   

 
 − 
 

=  
 
 
 
 
 

M

 

 
1 Toeplitz 
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(17  

1 1 1

,0,0 ,0,1 ,0,

1 1

,0,0 ,0, 1

1

,0,0

0
,

0 0

l l lk k k

k k k

l lk k

k k

lk

k

l l l N

l l N

l

  

 



− − −

− −

−

−

 
 
 

=  
 

 
  

M M M

M M

M

 

  

1ن  رد که

,0, 0{ }lk

k

N

l s s

 −

=Mبرحس  غیرخطی توابای
,0 ,1 ,,  , , 

k k kl l l sv v vهستند. 

 که گرفت نتیجه توا می  17) و  15) روابط گرفتن نظر در با این بر علاوه

*هایماتریس

2{ }
N

lk

r

k =M هستند زیر م ل ی با  توپلیتز فرم به بازنویسی قابل: 

,0,0 ,0,1 ,0,

,0,0 ,0, 1

,0,0

* * *

* *

*

*

0
,

0 0

l l l Nk k k

N
l l Nk k

lk

lk

  

 





−

 
 

 
=  

 
 
 

M M M

M M
M

M

 

 کهطوریبه

,0,

1*

, ,0,

0

  ,   0,1,..., ,lk

l s k kk

s

l i l s i

i

v s N




−

−

=

= =M M 

0,برحس  غیرخطی توابای ,1 ,,  , , 
k k kl l l sv v vباشندمی. 

}1ماتریس ،درنتیجه }r
k kl = صور به شدهتاریف 
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1 1 1

1 1

1 1

1 2

1

{ } { } { }

0,0 0,1 0,

{ } { }
1{ } * * 0,0 0, 1

{ }

0,0

0
.   . ,

0 0

( )

r r r
k k k k k k

r r
k k k k

r N N
lk k

l lr

r
k k

l l l

N

l l

l N N

l

l



 

= = =

= =

=

=

− −

    
 
   

 =  =  
 

   

M M M 

}1کهطوریبه است، م ل ی با  توپلیتز ساختار دارای }

0, 0{ }
r

k kl N

s s
=

= 

1 2,0 ,0 ,0,  , ,  ,
rl l lv v v 

1 2,1 ,1 ,1,  , ,  ,
rl l lv v v 

 

1 2, , ,,  , ,  ,
rl s l s l sv v v 

 :شوندمی محاسبه زیر صور به و هستند

1 2

1 1

1 1 ,0, ,0,2 1 2 1

1 2 1

1{ } * *

0, ,0,

0 0 0

. .   . .
r

r
lk k

l i i l ir r

r

i is
l

s l s i

i i i



 

−

=

− −

−

−

−

= = =

 =    M M M 

1تاریف با پایا  در 1

1

{ } { }

,{ }
,

n r
k k k k

n
k k

l N

j nj
Q j





= =

=

 = نورد به دست توا می: 

1

1

1

{ }

, 0 { }

0, ,,{ }
0

0, 1,

  ,   1.
[ ]

[ ]
n

k k j
r

k k
n

k k

j

N

j l N

s s jj
s

Q

    
 

 

   

   
=

=

=

− −
=

+

=

 − +


 = 
  − +




 

}1م ل ی با  ماتریس ساختار به توجه با سپس }n
k k

j

 =داریم: 
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1 1 1

1 1

1

1 1

1

{ } { } { }

0, 0, 1 0,

{ } { }

1, 1 1,

{ }

{ }

,

0 0

0

.

0 0 0

0 0 0 0 0

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]
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n n n
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n n
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j j j N

j j N

l j l

j N N
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 

  
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 

 




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= =
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+

−
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 
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 
  =
 

 
 
 
 
 

 

 :نوشت توا میnjازای به با ، رابطه گرفتن نظر در با حال

1

1 1

1

{ }

0 { }

, ,

0

0, ,

, ,
[ ]

[ ]
n

k k j
n

k k

j

N

l j

l j j
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   
 

  


  

  
=

=

−
=

=




 = 
 




 

(18  1 1 1{ } { } { }

1[0 0, , , , ],

j

n n n
k k k k k k

j j N

 

  

   
= = =

+=  G G G 

}1ن  رد که }

0{ }
n

jk k

j

N

s s

 

 
=

−

+ =Gبرحس  غیرخطی توابای 

1 2,0 ,0 ,0,  , ,  ,
rl l lv v v 

1 2,1 ,1 ,1,  , ,  ,
rl l lv v v 

 

1 2, , ,,  , ,  .
rl s l s l sv v v 

 .باشندمی
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}1مجهول بردارهای مجهول یهامؤلفه  ،16) در  18) جایگذاری از پس }n

j jv  روابط طتوس=

 بازگشتی

1

1

1

1

,0 ,0

, 1 , 1
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{ } 0
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, ,
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v

v

v j
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











=

=

=

=

− −



=



=

=


 =



= +





= + 






G

G

 

 .شوندمی محاسبه

}1مجهول بردارهای پایا ، در }N n

j jv  و شوندمی حاصل  15) م ل ی پایین دستگاه حل با=

 .نیندمی به دست  2) کسری ژاکوبی گالرکین هایجواب ن  درنتیجه

 

 

 :وتحلیلتجزیه

 
 سازیپیاده از حاصل عددی نتایج ،شدهمارفی روش کارایی و دقت دییتأ برای بخش این در

. پردازیمنتایج راهبردی می وتحلیلتجزیهدو مدل بیماری رو ارائه داده و به  پیشنهادی روش

 :اندقرارگرفته موردبررسی بخش این در زیر موارد



 49                               1401 زییپا ،پانزدهمشماره  ،پنجم سال ،یماد و فناوری دفاعآ یعلم فصلنامه        

) عددی خطاهای ازجمله مهم عددی هایویژگی برخی • ( ))NE زم زما مد  و  

 شدهمارفی الگوریتم محاسباتی عملیرد بررسی منظوربه برنامه اجرای برای

 .اندشدهدادههای واگیردار شرح کاربرد روش در پیشگیری از بیماری .اندشدهگزارش

,نرم در عددی خطاهای هام ال تمام در ,

2 ( )
w

L     رابطه توسط 

, ,,( ) max ,
n

j N wj
N e   


=E ‖ ‖ 

 رابطه توسط عددی خطاهای نباشند، مشخص دقیق هایجواب که حالتی در و اندشده محاسبه

 :شوندمی زده تخمین زیر

, ,,2 ,( ) max ( ) ( ) .
n

j N j N wj
N z t z t   


= −E ‖ ‖ 

 :بگیرید نظر در را زیر 19 کوهید بیماری غیرخطی مدل  ]14[191 کوهید) .1مثال 

0

0

0

0

0 0 0 0

ˆ( ) ( ) ( )(1 ( )) ( ),

ˆ( ) ( ) ( )(1 ( )) ( ) ( ),

ˆ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

(0) , (0) , (0) , (0) , (0,1], 15,

C

C

C

C

D S t a KI t S t I t d S t

D E t KI t S t I t d E t

D I t b E t d I t

D R t I t d R t

S S E E I I R R T











 

  





 = − + −


= + − +


= + − + +
 = −

 = = = =  =

 

(19  

0ن   در که 0 0 0( )( )

ˆ

R d d d
K

a

  



+ + +
 سالم جمایت مجهول چهار شامل مدل این .=

( )S t، نلوده جمایت ( )I t، بهبودیافته جمایت ( )R t ابتلا مارض در جمایت و ( )E t در 

 
1 COVID-19 
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 توا می 1 جدول در را هان  مقادیر و]14[ مرج  در را مسئله پارامترهای شرح .هست t زما 

 .یافت

 

 ̂   b 0d  a پارامتر 

 0.00009 0.000024 0.0109 0.006656 0.0000004 0.00250281 

 ]14[مقدار0.75

 .(19: مقادیر پارامترهای مدل )1جدول 

(0) مقادیر داد  قرار با را فوق مسئله ،شدهارائه عددی روش یریکارگبه با 0.323S =، 

(0) 0.21E =، (0) 0.22I (0) و = 0.21R  و 2جدول  در عددی نتایج. کنیممی حل =

 کاهش شاهدN تقری  درجه افزایش با شدهائهرا نتایج به توجه با. اندشدهگزارش 1 شیل

 زما مد  در N بزرگ تقری  درجا  ازای به ویژهبه خطا منظم کاهش علاوهبه. هستیم خطا

 تقری  در شدهمارفی عددی روش با ی دقت و وضایخوش از حاکی کم بسیار اجرای

 .است مسئله این هایجواب
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1

2
 =  

1
0,

2
 = = 1

2
 = = −  

( )N CPU time−E ( )N CPU time−E N 

51.61 10 2.23− 

83.06 10 25.72− 

131.61 10 313.95− 

64.01 10 2.27− 

98.95 10 25.53− 

145.57 10 312.39− 

40 

80 

160  

2

3
 =  

41.05 10 15.56− 

77.80 10 167.27− 

114.41 10 3296.53− 

52.72 10 14.63− 

72.37 10 167.20− 

111.59 10 3319.73− 

70 

140 

280 

,به ازای  1برای مثال  آمدهدستبه: نتایج عددی 2جدول  ,    وN.های متفاوت 
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بککه ازای 2شکک    عککددی  هککای  رککاریتا ایا مککادار ا فککاوت N: ن هککای مت
1

2
 چکک،(  = ( 

2

3
 سککت( = و  )را

1

2
 = =  .1برای مثال  −

 

 ریزیبرنامهکمک به  یرا برا قبولقابل یوهایسنار نیبدتری پیشین زساشبیه هایروش

 به دستها کنترل بیماری زمینه در نامطمئننتایج  نهایتاًکند و می جادیا یبهداشت عموم

به ما  روش پیشنهادی فوق، سازی پیشینهای شبیهروش مشیلا  رغمیعل دادند.می

 موردبررسیما  را با دقت بسیار با یی رپارامترهای پیشگیری و دتا  ددهیاجازه م

و ابااد بسیار با  را  یدگیچی، با سطوح مختلف پهامدل کهسازد قرارداده و ما را قادر می

 قرار دهیم. موردبررسی

 

 صور به دارودرمانی همراه به ب هپاتیت ریابیم کسری   مدل]4[1ب )هپاتیت .2مثال 

                                                                                                                                           غیرخطی کسری دیفرانسیل مااد   دستگاه

 
1 Hepatitis B 
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(20  

1

1

1

0 0 0

1
( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( ),

1
( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ),

1
( ) (1 ) ( ) ( ),

(0) , (0) , (0) , (0,1], ,

C

C

C

D T t s dT t V t T t I t

D I t V t T t I t I t

D V t pI t cV t

T T I I V V t













  


   






−



−

−


= − − − +


 = − − −



= − −

 = = =  

ò

 

) هد  هایسلول مجهو   گرفتن نظر در با )T t، نلوده هایسلول ( )I t نزاد ویروس و 

( )V t زما  در t، مطالاه را مسئله پارامترهای توصیف توا می]4[ مرج  در. است نوشتنقابل 

 .اندشدهداده 3 جدول در نیز هان  ریمقاد و کرد

 ò  c p     d s پارامتر 

 ]4[مقدار  10 0.5 0.00122 0.1 0.3 0.8 0.7 0.01 0.41 0.02

 (.20: مقادیر پارامترهای مدل )3جدول 

: دهیممی قرار. بریممی بیار کاربردی مسئله یک عنوا به 2 م ال برای را خود روش حال

0 0 014, 13, 10T I V= = 7 و =

10
  حل پیشنهادی روش از استفاده با را فوق مسئله و =

 نوسا  وجود عدم به توجه با. دهندمی نشا  را نمدهدستبه نتایج 2 شیل و 4 جدول. کنیممی

 روش وضایخوش و با  بسیار دقت ، بزرگ هایدامنه برای ویژهبه عددی خطاهای در

 به ویژهبه خطا منظم کاهش وضوحبه. است انیارغیرقابل ربردیاک مسائل حل در شدهارائه

 از پیچیده غیرخطی مسئله یک برای کم بسیار اجرای زما مد  در بزرگ تقری  درجا  ازای

 ن  از پیشین مقا   در عددی روییرد کمتر که است شدهارائه روش بارز هایویژگی

 .است برخوردار
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10T =  

1
0,

2
 = = 1

2
 = = −  

( )N CPU time−E ( )N CPU time−E N 

21.67 10 1.73− 

63.81 10 8.95− 

132.28 10 46.75− 

33.20 10 1.86− 

78.47 10 8.79− 

145.91 10 46.73− 

60 

120 

240  

20T =  

22.91 10 9.07− 

66.00 10 46.73− 

121.78 10 736.48− 

36.46 10 8.91− 

61.55 10 46.98− 

135.43 10 728.53− 

120 

240  

480 

,به ازای  2برای مثال  آمدهدستبه: نتایج عددی 4جدول  ,  وNت.وهای متفا 
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10Tهای متفاوت  N: نمادار اراریتا ایاهای عددی به ازای 1ش    20T)چ،(   = و  )راست( =

1

2
 = =  .2برای مثال  −

دانش مردم در  ایتجربه  هحافظ با همراه است یدمیروند تیامل و کنترل اپ ،یدر جوام  بشر

 طیخام در مح یماریب کی از . اگر مردم از گذشته نگاه باشنددرگذشته یماریب مورد گسترش

. از و یناسیمانند واکس یاقداماتد استفاده کنن یمتفاوت یاطیخود، ممین است از اقداما  احت

با دارند.  ایوپ یهاستمیاثرا  حافظه در س فیدر توص یمهم نقش یمشتقا  کسر گر،ید یسو

کاهش  1از  مرتبه مشتق یوقت .یابدمی، اثرا  حافظه کاهش 1محدود کرد  مرتبه مشتق به 

افراد  تاداد و کندمیرشد  کندیبهعفونت  نیو بنابرا یابدمی شیافزا ستمیحافظه س اثر ،یابدمی

این م ال به  در وضوحبهکه  .یابدمی شیافزا یمد  طو ن یبرا ئم،نلوده در مرحله بدو  علا

 مارا یب به گذشته هایبیماریدانش افراد در مورد  ایتجربه  گر،ید یسو از خورد.چشم می

 انداختن شروع علائم تأخیربه  یبرا کنندهپیشگیریاعمال  کند تا ازیکمک م هپاتیت مبتلا به

مبتلا  ی منجر به افزایش جمایتمد  طو ن یبرا ئمبدو  علا مرحلهاز طرفی  .استفاده کنند

تواند یم 1کمتر از  که مرتبه مشتق میریگیم جهی، نتیعدد جینتا لذا از بح  فوق و شود.می

 که منجر به کنترل بیماری است نتایجی ذکرشایا  کند. فایرا در مدل ا نقش استفاده از درما 
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در  شدهمارفیباشند. درواق  روش پیشین قابل استنتاج نمی شدهمارفیهای شود با روشمی

های مرتبه کسری دهد تا بتوانیم با تحلیل مدلاین مقاله ابزاری قدرتمند را در اختیار می

 .یابیمدستهای واگیردار به نتایج بسیار مهم و راهبردی در این مورد بیماری

 

 و پیشنهاد: یریگجهینت

 :گیرییجهنت 
 

نههه بیماری یههق در زمی یههت تحق شههف اهم پههس از ک مهها ،  گههذر ز یههبهها  سههط رهههای واگ دار تو

یهردار را تری از بیماریتر و کاملهای جام ریاضیدانا ، تلاش بر این بوده که مدل های واگ

سهیل  ارائه دهند. تاریف کنترلر بیشتر در مدل، به مانی افزایش باد دستگاه مااد   دیفران

سهتگاه  همچنینو بدو  ارائه یک روش عددی توانا قادر به حل  هستکسری  طهید  غیرخ

لهر  .نیستیم یهف کنتر دلیل روشن عدم ارائه یک مدل جام  و بدو  محدودیت در زمینه تار

بها همین عدم تئوری قدرتمند در زمینه این دستگاه سهت.  های مااد   دیفرانسیل کسری ا

صهحیح در مدل بهه  یهدهتوجه عدم توانایی مشتقا  مرت کهه دسهازی پد خهوام هایی  ارای 

قهال بیماریماشند، یک مدل بای میموروثی و حافظه ههای رتبه کسری جام  از دینامیک انت

خهواهیم  ههم ن لهوب  تهایج مط شهیم، ن واگیردار ارائه شد. تا زمانی که ابزار قدرتمند نداشته با

بهل  یتاًنهاداشت، برای این منظور یک روش سری  و قدرتمند و همچنین  یهد و قا تهایج مف ن

بهاستناد در زمینه پیشگیری از بیماری یهردار را  ئهه اهای واگ اهی  ارا مهدل واق سهتدو   بهه د

تهار نور جهواب و رف جهود  دیم. این تحقیق شامل نتایج نظری و کاربردی بود. و همچنین و

سهیهای مدل فوق جواب فهت.  موردبرر قه قهرار گر ئهه روش  دروا بها ارا یهق  یهن تحق در ا

اهداد پیشنهادی به دنبال عدم انتشار ویروس و کاهش تاداد ویروس فهزایش ت ههای نزاد و ا

 افزایش طول عمر و کیفیت زندگی افراد مبتلا به ویروس هستیم. یتاًنهاهای سالم و لسلو
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 :پیشنهاد 

مها   یکنترلرهاتوا  با اضافه کرد  پیشنهاد، می عنوا به گوناگو  در ارتباآ با پیشگیری، در

مهدلو اثر دارویی به دستگاه سهری،  سهیل ک یهدی های مااد   دیفران سهتهای جد نورد،  بهه د

نهه  باوجود هکچرا حهدودیتی در زمی یههروش سری  و دقیق فوق، دیگر م های مهدل وتحلیلتجز

 های واگیردار نخواهیم داشت.بیماری
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